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Аксіоматика багатозначних залежностей
Всі неозначувані тут поняття та позначення 

використовуються в розумінні монографії [1], зокрема, S \ X  -  

обмеження рядка S за множиною атрибутів X  .
Нехай t — таблиця, R — схема таблиці t (скінченна 

множина атрибутів), X  , У , W , Z  -  підмножини схеми R , s , 
Л'і, Л2 — рядки таблиці І . В подальшому розгляді множина R
зафіксована, крім того, фіксується універсальний домен D — 
множина, з якої атрибути приймають значення в інтерпретаціях.

Скажемо, що на таблиці t схеми R виконується 
багатозначна залежність (БЗЗ) (див., наприклад, [1]) X  —>—> У , 
якщо для двох довільних рядків 5 | , Л'2 таблиці І , які збігаються на 

множині атрибутів X ,  існує рядок Sj  Є t , який дорівнює 

об’єднанню обмежень рядків .Sj, S2 на множини атрибутів 

X  U У і R \ (X  U У) відповідно:
def

( X  -» ->  Y)(t)  = true <=> V s |, ,у2 є  t(s\ IX  = s2 IX  =>
=> З 53 є  t (s3 = 5, 1 ( X  и  У ) U s 2 IR \  ( X \ J  Y ) ) ) .

Отже, з семантичної точки зору БЗЗ -  це предикат, заданий 
трьома (скінченними) множинами атрибутів X  , У і R .

Скажемо, що рядки i’j , S2 таблиці / знаходяться у

відношенні = % > якщо вони збігаються на множині атрибутів X  :
def

*^1 ~ X  2̂ ^  І ^  ~  Х2 І ^  *

Відношення = х  розбиває множину рядків S таблиці І на 
класи еквівалентності, які мають наступне зображення:

М = х  = { 5 |Х } ® Л - , [5]=Л. г  .
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Скажемо, що таблиця t (R)  є моделлю множини БЗЗ G , 
якщо кожна БЗЗ X  ■ -> -> Y Є G  виконується на таблиці t (R)  :

def
t (R)  модель G  <=>

def
«  V(JT -» ->  Y) ( X  -* ->  Y e G  = > ( X  -» ->  Г )(0  =  true) .

Вище запис t (R)  означає, що таблиця t має схему R . 
Скажемо, що БЗЗ X  > > Y семантично слідує з множини 

БЗЗ G  , якщо на кожній таблиці t (R)  , яка є моделлю множини БЗЗ 

• G  , виконується також БЗЗ X  ■ >-  -> Y  :
d e f

G \ = X  > > Y  <=> \ / t (R)( t  модель G  

(X  ->-► Y)(t) = true) .
Лема 1 (аксіома рефлексивності). \ / t ( X  —>—> Y)(t) =  true , де 

Y c X .  a

Наслідок 1. 01= X  —>—» Y  , для F c l . n  
Лема 2. W(A" —►—> У )(0  =  true , де X  U Y =  R . п

Наслідок 2. 0 1= X  —>—> Y , для

БЗЗ вигляду X  >—> У , де Y Cl X  або X  U У =  R , 
називається тривіальною.
Лема 3 (правило повноти).
( X  Y)(t)  = /гне => (X  -> ->  і? \ ( X  U Y))(t) =  t rue . а 

Наслідок 3. G  t= X  —>—> Y => G  (=X - >-> / ? \ ( X U ^ )  • □
Лема 4 (правило поповнення). (X  - ->—> Y) ( t )  =  tr u e & Z  С  W  =>

=> (X  и  W —»—» У и  Z ) ( 0  =  . D
Наслідок 4.
G У & Z c W  = > G * X \ J W  - > - > r U Z . n

Лема 5 (правило транзитивності). ( X  > > У )(0  =  Ггые &  

& (Y  — >■ Z )(0  =  true => (X  -> ->  Z  \ K )(0 =  t rue . a 
Наслідок 5.
G  (= X  —>—> У & G Y  —>—̂  Z  G t= X  —>—> Z \ Y . □
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Наслідок 6. G  t= X  > > Y &  G t=Y —>—» Z & Z  f )Y = 0  ==>

=> G ^ X  —»—» Z  . a
Аксіома рефлексивності і правила повноти, поповнення та 

транзитивності наведені у [2]. Ці правила назвемо правилами 
виведення для БЗЗ, бо вони мають синтаксичну природу.

Скажемо, що БЗЗ X  > -> Y синтаксично слідує з множини 

БЗЗ G  відносно схеми R (G\ -RX  —>—» У ), якщо існує 

скінченна послідовність БЗЗ (р\ ,<р2 т-чФт-Х’Ф т> така> Щ° 

(рт =  X  —>—> Y і для — — 1 кожна cpj є або аксіома

рефлексивності, або належить G , або отримана за яким-небудь 
правилом виведення для БЗЗ з попередніх у цій послідовності БЗЗ 
Ф],<Рк> / , k  < і . Послідовність (р\,(р2 ,...,(рт - \ ,(р т назвемо

доведенням, наслідуючи традиції математичної логіки [3].
Нехай задана деяка множина БЗЗ G  . Замикання [G]yj -  це 

множина БЗЗ, які синтаксично слідують з G відносно схеми R : 
def

[С ]Л = { X - + ^ Y \ G ^ X ^ > - + Y } .
Лема 6. Виконуються властивості:

1) G С  [G] (зростання);

2) [[G ]] =  [G ] (ідемпотентність);

3) G<Z Я  => [G] С  [Я ] (монотонність).а

Таким чином, за термінологією [4] оператор G  I—» [G ] є 
оператором замикання.

З описаних вище аксіоми і правил виведення можна 
отримати інші (похідні) правила виведення для БЗЗ.
Л ема 7 (правило псевдотранзитивності).
{ X  -> ->  Y, Y \ J W  —»—» Z } v - X \ j W  —»—» Z \ (У U W ) . □

Л ем а 8 (правила різниці).
1. { Х - > - > Г } н Х - > - » Г \ Х ;

2. { X  - > - » Г \ Х } ь Х

3. { Х - > - > Г } ь Х - > - » Я \ Г . о
Лема 9 (правило адитивності). *

{ X  Yx, X  -> -»  Y2 ) ь і  -> ->  У, ЦУ2 а
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Наслідок 7. Для И =  2 ,3 ,. . .  має місце твердження:

{ Х  -►-» Yh ...,X  -►_> ь *  -»-► Yy u . . .U  Yn . и
Лема 10 (правила декомпозиції).

1. { X  -+ -+ Y h X  -^ -> Y 2 } t - X  ^ - > У і П І 2 ;
2. { X  -> ->  Yb X  -> ->  Y2} i - X - > - >  У, \  Y2 .□

Наслідок 8. Для и =  2 ,3 ,. . .  має місце твердження: 

{X -»-► УІ5...,Х  -> -»  У„} \ - Х  -> -»  Y{ П ...П  Yn . а
Правила псевдотранзитивності, адитивності та декомпозиції 

наведені у роботах [2, 5].
Аксіоматика багатозначній і функціональних залежностей

Нагадаймо, що на таблиці t виконується функціональна 
залежність (ФЗ) (див., наприклад, [1]) X  —» Y , якщо для двох 
довільних рядків 5 [, S2 таблиці t , які збігаються на множині 

атрибутів X  , має місце їх рівність і на множині атрибутів Y :
d ef

( X  ->  Y)(t)  = true <̂ > \ /s \ , s 2 є  ф і  \Х  = s 21X  => \Y =  s 2 |F )

Нехай задані множини ФЗ F  і БЗЗ G . Скажемо, що 
таблиця t ( R )  є моделлю множини F U G ,  якщо кожна залежність 

(р є  F  U G  виконується на таблиці t : 
d ef

t ( R ) модель F U G  <^>\/(р{ср є  F U G  => <p(t) =  t r u e ) .
ФЗ або БЗЗ (р семантично слідує з об’єднання множин ФЗ і 

БЗЗ F U G  відносно схеми R  , якщо на кожній таблиці t ( R ) , яка 

є  моделлю F U G ,  виконується також ер: 

d ef
F  UG t=(p <=> V t ( R ) ( t ( R )  -  модель F  U G => (p it) =  tr u e ) .

Л ема 11. Нехай Ну і Н 2 -  множини залежностей (ФЗ або БЗЗ), і

нехай 2 | і Т2 множини їх відповідних моделей. Тоді виконується

імплікація Н j СІ Н 2 => 7] З  Г2 - □
Наслідок 9. Виконуються імплікації:

1. F  t=<p => F \ j Gi =<p ;

2 . G*=cp=> F \ j G t = ( p .  □
38



Лема 12 (правило розширення ФЗ до БЗЗ).
( X  > Y) ( t )  = true => ( X  >—> У)(/) = fn /e . □

Наслідок 10. F t = X —> Y = > F t = X  » > Г . □
Лема 13 (спільне правило для ФЗ та БЗЗ). (X  —>—■> Z )(f)  =  Ґгме 

&  ( Y  Z')(t) = true & Z ' c Z  &  m Z  =  0 = >  
(A" —> Z ') ( r )  = tru e . □

Наслідок 11. G \=X —>-* Z  & F  t=Y-> Z' & Z'  с  Z  &

& y f l z  = 0 = >  F U G ^ A ' - > Z ' . d
Розглянуті улемах 12 і 13 правила наведені у [2].
Скажемо, шо ФЗ або БЗЗ <р синтаксично слідує з об'єднання

множин ФЗ і БЗЗ F  (J G відносно схеми R ( F  U G ькср), якщо

існує скінченна послідовність ФЗ або БЗЗ (р\,(р2,—,фт~ \,ф т ,

така, що (рт — (р і для V? =  \ ,т  — 1 кожна (pj є або аксіома

рефлексивності (для ФЗ або БЗЗ) , або належить F  U G , або 
отримана за яким-небудь правилом виведення (повноти (для БЗЗ), 
поповнення (для ФЗ або БЗЗ), транзитивності (для ФЗ або БЗЗ), 
правила розширення ФЗ до БЗЗ або правила з леми 13) з попередніх 
у цій послідовності ФЗ або БЗЗ <pj,(pk, j , k < i .  Як і раніше,

послідовність ф \,ф 2т —>Фт-\->Фт назвемо доведенням (р з 

об’єднання множин F  U G .
Нехай задані деякі множини F  і G .
Замикання [ F U G ] ^  — це множина усіх ФЗ і БЗЗ, які 

синтаксично слідують з F  U G відносно схеми R :
de f

[FU G J t f  = {<p\F[}G^(p}.
Лема 14. Виконуються властивості:
1) / ’’U G c r f F l j G ]  (зростання);

2) [ [F  U G]] = [ F  U G] (ідемпотентність);
3) F' \JG' С  F  U G  => [F' U G ’] С  [F  UG] (монотонність)-,

4) [ F ] c [ f U G ] , [ G ] c [ F U G ] ;
5) [F] U [G] с  [ F  U G] .□

/V \
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З властивостей 1-3 леми 14 за термінологією [4] оператор 
F  U G  [jF U  G] д  є оператором замикання.

В наступній лемі вкажемо ще одне спільне правило для БЗЗ і
ФЗ.

Лема 15. { X  - > ~ > Y , X \ J Y  - > Z } h X  - > Z \ Y . a  

Замиканням \ X ] f \ j q  ц  множини X  (відносно множини 

F \ J G  і схеми R ) називається сім’я усіх множин правих частин 
БЗЗ, які синтаксично слідують з множини F  U  G :

de f
m F U G , K  = { Y \ X - > - ^ Y e [ F \ j G ] R}.

Лема 16. Виконуються властивості:
1. [ X \ F  & [ X ] F \ j G R -,

2- • D
Зауважимо, що оператор X  Н-» не є оператором

замикання; для обгрунтування достатньо вказати, що даний 
оператор не володіє властивістю ідемпотентності (поняття 
множини атрибутів і замикання множини атрибутів відносно 
об’єднання множин ФЗ і БЗЗ F[_)G і схеми R  мають різну 

природу, тому вираз [[АТ]/гU g I f I J G ,/?  не має сенсУ в означених 
термінах).

Базисам R множини X  відносно множини

F U G  і схеми R  називається підсім’я замикання 

яка володіє властивостями:

1. V W ( W e [ X ] bF™ G J i ^ W * 0 ) - ,

2. VW;,Wj(JVj,1¥j є  [ X ] % G R ^  W/HWj = 0 ) ;

3. VF(K e  [ X ] F[jG,R = ї  З і,I < і < n(Y = \J W. < X ]bF™G R » / »

Л ема 17. Виконуються властивості.

1. [ Іи/ ^ і УЛЬах W  =  R  , для X  c  R ;
W&l Xi F\JG,R

2. A e [ X ] F = > A * m b̂ G R . Q

40



Нехай <р -  ФЗ або БЗЗ.
Твердження 1 (коректність аксіоматики БЗЗ і ФЗ). Якщо (р 

синтаксично виводиться з множини F U G ,  то ер виводиться з 
F U G  семантично:

F U G i - ^ = > F U G f = p . a
Твердження 2 (повнота аксіоматики БЗЗ і ФЗ). Якщо (р 

семантично виводиться з множини F  U G , то <р виводиться з 

F U G  синтаксично:

F \ j G ^ ( p = > F { j G h < p . a  
Твердження про повноту аксіоматики наводиться в [2]. 

Теорема 1. Відношення семантичного та синтаксичного слідування 
для аксіоматики БЗЗ та ФЗ збігаються:

F \ j G t = < p < ^ F \ j G h ( p . a

Критерій повноти аксіоматики багатозначних і 
функціональних залежностей

Аналіз доведення основного результату про збіжність 
відношень синтаксичного та семантичного слідування для 
аксіоматики БЗЗ та ФЗ показує, що воно проведено в припущенні:
\ D \  > 2 та I R  |> 2 .  Для повноти викладення залишається

розглянути збіжність відношень t= та h у випадках | D  |< 2 або

| Д | < 2 .
Лема 18. Усі БЗЗ виконуються на порожній таблиці. БЗЗ вигляду 
X  — » 0 ,  зокрема, БЗЗ вигляду 0  > > 0  виконується на 

довільній таблиці. □
Лема 19. Довільна таблиця є моделлю порожньої множини БЗЗ. □ 
Лема 20. Множина тривіальних БЗЗ замкнена відносно правил 
повноти, поповнення та транзитивності. □
Лема 21. Всі БЗЗ виконуються на довільній однорядковій
таблиці. □

Нехай G  -  множина БЗЗ, через (G )ntr (None TRivial)

позначимо підмножину множини G  , що отримується вилученням 
тривіальних БЗЗ.
Лема 22. Виконуються наступні твердження:

1) G*-(p,  якщо <p e G;
2) G ^ ( p , якщо (р Є G ;  *



3) G f - p o C G ) ^ ? ;

4) G ^ o ( G ) „ ( r ^ ;

5) (5і~#>,якщ о <p -тривіальнаБЗЗ;

6) G  *=(p, якщо (p — тривіальна БЗЗ. □
Залежність збіжності відношень синтаксичного та 

семантичного слідування для аксіоматики БЗЗ при різних 
значеннях потужностей множин R та D  вказана у табл. 1. Символ 
“+” (відповідно в комірці означає, що при вказаних
припущеннях відношення і= та і- збігаються (не збігаються).

Таблиця 1. Всі варіанти потужностей множин R  та D  
для аксіоматики багатозначних залежностей

ІД И |Д|=і |й |>2

|D|=0 + + -

ІД И + + -

\D\>2 + + +

Твердження 3, Заповнення табл. 1 для аксіоматики БЗЗ коректне. □ 
Лема 23. Виконується імплікація: X  —> Y — тривіальна => 
X  ■■->-■■■■> Y  —тривіальна. □
Наслідок 12. Множина тривіальних ФЗ і БЗЗ замкнена відносно 
правил виведення аксіоматики ФЗ і БЗЗ. о

Зауважимо, що спільне для ФЗ і БЗЗ правило 
X ^ y - > Z , Y - > Z \  Z ' c Z ,  Y H Z  = 0
------------------------------------------------------ -------не може бути

X - + Z '
застосовано до двох тривіальних залежностей; це забезпечується
умовами Y  П Z = 0  і Z ' c  Z , з яких випливає, що Y  П Z' =  0 ,
отже, ФЗ Y —> Z'  не є тривіальною.

Залежність збіжності відношень t= та і- для аксіоматики БЗЗ
та ФЗ при різних значеннях потужностей множин R та D  вказана 
у табл. 2 (усі позначення ті ж самі, що і для табл. 1).
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Таблиця 2. Всі варіанти потужностей множин R та D  для 
аксіоматики БЗЗ та ФЗ

|Я|=0 1*1=1 1*1-2

|0f=O 4- - -

\Й=і + - -

!й> 2 + + +

Твердження 4. Заповнення табл. 2 для аксіоматики БЗЗ та ФЗ 
коректне. □
Теорема 2. Відношення ►= та і- для аксіоматики БЗЗ і ФЗ 
співпадають тоді і тільки тоді, коли J D  | >  2 або | R | =  0 . о 

Висновки
В роботі розглянута аксіоматика багатозначних залежностей 

в табличних базах даних і аксіоматика функціональних та 
багатозначних залежностей; встановлені критерії повноти цих 
аксіоматик в термінах потужностей універсального домену та 
множини атрибутів. Наступний крок полягає в дослідженні 
незалежності аксіом та правил виведення для розглянутих 
аксіоматизацій.
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