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ФРАКТАЛЬНИЙ АНАЛІЗ НОСІЇВ РОЗПОДІЛІВ ТИПУ
ДЖЕССЕНА-ВІНТНЕРА

О .П . М а к а р ч у к

Обраховано розмірність Хаусдорфа-Безиковича носія функції розподілу I-роду однієї 
випадкової величини з незалежними п’ятірковими цифрами.

Been calculated Hausdorff-Besicovitch dimension carrier distribution function o f I-sort o f a 
random variable with independent p'yatirkovymy numbers..

О з н а ч е н н я  1. С пектром  S  = Se ф ун к ц ії р о зп о д іл у  F  ви п адк ов ої велич ини  

£ називається  м н ож и н а  в с іх  точ ок  р о ст у  F£ , т обто

О з н а ч е н н я  2 . Т очковим  сп ек тром  р о зп о д іл у  ви п адк ов ої велич ини  з 

ф ун к ц ією  р о зп о д іл у  F£ (х) називається  м н ож и н а  D £ й ого  атом ів , то б т о

сук уп н ість  в с іх  точ ок , в яких F£ (х) стрибки.

О з н а ч е н н я  3 . Н о с ієм  р о зп о д іл у  в и п ад к ов ої велич ини  £ з ф ун к ц ією  

р о зп о д іл у  F£ (х) називається  м н ож и н а

р о зп о д іл у  F£ (х) і D £ є  N £ є  S£ . Я к щ о ф ункція  р о зп о д іл у  F£ (х) н еп ер ер в н а  і м іра

Л е б ега  н осія  N £ р івна н ул ю , то  р о зп о д іл  є сингулярним ; якщ о тільки м іра

Л е б ега  N £ в ідм ін н а  в ід  нуля, то  F£ (х) м істить а б со л ю т н о  н еп ер ер в н у

к ом п он ен ту . Н осія м и  си н гул я р н и х  р о зп о д іл ів  ви п адк ови х велич ин  є м н ож и н и  з 

р о зм ір н іст ю  Х а у сдор ф а-Б ези к ов и ч а  а 0 < 1, п р и ч ом у  їх  H г -м ір а  Х а у сд о р ф а  р івна

н ул ю , а р о зп о д іл и  з а б со л ю т н о  н еп ер ер в н о ю  к ом п о н ен то ю  м аю ть н о с ії  

д о д а т н о ї м іри  Л е б ега  (отж е, а 0 (N £) = 1), то м у  близькість си н гуля р н ого

р о зп о д іл у  д о  р о зп о д іл у , щ о м істить а б со л ю т н о  н еп ер ер в н у  к ом п он ен ту , м ож н а  

оц ін ю вати  п о  бл и зьк ост і р о зм ір н о ст і Х а у сд о р ф а - Б ези к ови ча н о с ія  р о зп о д іл у  

д о  оди н и ц і. Р івн ість  р о зм ір н о ст і о д и н и ц і н е св ідч ить про те, щ о р о зп о д іл  н е є 

сингулярним . О стан н є м ає м ісц е  ли ш е т о д і, коли H 1 -м ір а  Х а у сд о р ф а  н осія  

додатн я.

О з н а ч е н н я  4. Ч и сл о  а 0 = а 0 (Е ) ,  в и зн ач ен е р ів н істю

SF? = {х: і£ (х+ е) -  F^ - £) > 0 -V e >  0}.

О ч ев и дн о , щ о н о с ій  N £ = (х : f £ ф 0} є м н о ж и н о ю  точ ок  "суттєвого росту" ф ун к ц ії

« 0 (Е) = suP(«  : H a  (E) Ф 0} = inf (а  : H а (Е ) = 0} ,
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називається  р о зм ір н іст ю  Х а у сдор ф а-Б ези к ов и ч а  м н ож и н и  E , д е  H a -м іра  

Х а усд ор ф а .

П о б у д у єм о  приклад си н гуля р н ого  р о зп о д іл у  з аном альним  сп ек тром  та  

н осієм .

Т е о р е м а  1. Н ехай  випадкова велич ина ,  = —  + -^2 +... + —  + . . . ,  д е
5 52

, n -  н еза л еж н і вип адк ові велич ини , які м аю ть р озп од іл :

4 :

В и к он ую ть ся  р ів н ост і

0 2
1 1
2 2

A(S,) = 0 , « 0N )=  log5 2 ? 

Д о в е д е н н я .

За т ео р ем о ю  Д ж ессен а -В ін т н ер а  ,  м ає ч и сти й  р о зп о д іл , то б т о  або  ч и сто  

ди ск р етн и й , або  ч и сто  а б со л ю т н о  н еп ер ер в н и й , а бо  сингулярний.

П ок аж ем о , щ о спектр є м н о ж и н о ю  ч и сел  вигляду  

a  a  a
a  =  { -5  +  5 .  + . . .  +  - ±  + . . .  | an є { 0 ; 2 } ,  Vn є  N }

b b b
Н ехай  x  = -^  +  -^2 + ... + ~^t + - . , bn є { 0 ; 2 } , Vn є  N  і є >  0 ,  зр о зу м іл о  щ о для

b, 2 2
деякого j  є  N : І = [— + -4  +... + — ;— + - т  +... + —  + ^ 1т + ^ 1т + ...] с  [ x  -  є; x  -  є ] ,

J 5 52 5j 5 52 5j 5j+1 5j+2
.h  b  b , b, b„

+ ?
5 52

б о  І ^  {x} ( j  ^  да), т ом у

Ft ( x  +  є )  -  Ft ( x  -  є )  >  р { , є [  b  + . . .  +  b  ^  + . . .  +  +  j  +  5 + 2  + . . . ]  =
5 5 2 5 j ' 5 52

j 1 1ПT П P {6 є {0 ;2 }} =  ( - ) j > 0 ^  x  є  S ,
k=1 2 k=j +1 2

b1 b2 b
Н ехай  x  =  - y +  -^2 + . . .  +  k̂~ + ... £  A ,bn є  { 0 ;2 } ,V n є  {1,... ,к  - 1 } ,bk £ {0 ,2 }  

1
Т о д і при  є

5
: F , (x  +  є )  -  F , (x  -  є )  >  P { ,  є  ( x  -  є ; x  +  є ) }  =  0 ^  x  £  A

О тж е, A = S , .

Я к щ о, x  £  A то  зр о зу м іл о , F,  ( x )  =  0 ,  Я к щ о, x  є  A  то  зр о зу м іл о ,

F , ( x )  =  — x . . .x  — x ... =  0 ,
6 2 2

О тж е, ,  н е  м істить атом ів а т о м у  є неп ерервн и м .
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Це також можна було довести з використанням теореми Леві, адже 
максимальний стрибок £n -  0.5, нескінченний добуток яких рівний 0 .

Як, відомо множина слабонормальних чисел за основою 5 має міру Лебега
1, а множина чисел A  = S£ не містить в своєму п'ятірковому розкладі цифр 1,3,4

тому A(S^) = 0 , а тому £ має сингулярний розподіл канторівського типу. Для

випадкових величин такого типу S£ і N £ співпадають.

Оскільки множину
a  a  a

a  = { -5  + 5 .  + ... + -JL + ... | a n є {0 ;2 } , Vn є N }

представити у вигляді об' єднання двох

можна

множин
a a a

Ai = {y + - г + . . .+ - f  + . . . | a i = 0, a n+i є {0 ;2 } , Vn є N } та

a a a
A2 = {^  + 7 J  + ... + т т  + ...| a2 = 0 , an+1 є {0 ;2}, Vn є N } ,

к ож н а з яких п о д іб н а  д о  A  з к оеф іц ієн том  1  , то  р озм ір н ість  Х а у сд о р ф а -

Б ези к ови ча є р о зв ’язком  рівняння

2 ^  1  j  =  1 ^  х  =  l o g 5 2 , то б т о , а 0 ( n £ ) =  log 5 2 .

П о б у д у єм о  н о с ій  ф ун к ц ії р о зп о д іл у  ви п адк ов ої велич ини  з задан и м и  

ф рактальним и властивостям и

Т е о р е м а  2 . Д ля д ов іл ь н ого  a  є  [0;1] іс н у є  ви п адк ова велич ина £ , така щ о  

а 0 N )  =  a , д е  а 0 -  р озм ір н ість  Х а усдор ф а-Б ези к ов и ч а , N £ - н о с ій  ви п адк ової 

велич ини  £ .

Д о в е д е н н я .

Р озгл я н ем о ок р ем о три випадки:

1) a  є ( 0;1)

2 ) a  = 1
3) a  = 0

1)Р озгл ян ем о ви п адк ову в ели ч и н у £ з н езал еж н и м и  Q3 сим волам и:

£  =  A q з „ • •ь  _  LS-£l£2£3... , д е  £n -  н еза л еж н і д и ск р етн о  р о зп о д іл ен і випадкові

вели ч и н и (си м в ол и ), які м аю ть н аступ н і р озп оділ и :

£ n :
0 1 2
1 1

0
2 2
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1 1 1 

так ож  в ізь м ем о q0 = J , q2 = |  1 j , q1 = 1 -  2 •  ̂1 -j  , щ о м ож л и в о а дж е q0 , q2 є  (0;1)

1

і q0 + q2 = 2 • j j j a = 21-  ̂ < 20 = 1.

О скільки P { ,n = 1}=  0, то  ,  є  , як в ід о м о , (Т у р б и н  А .Ф , П рацевы тий Н .В  

Ф рактальны е м н ож еств а , ф ункции  р асп р еди л ен и я ) в и п адк овою  в ели ч и н ою  

ти п у  Д ж ессе н а -В ін т н ер а  I-го  р о д у , т о б т о  S, = N , . S , -  п р едставл яє с о б о ю

м н о ж и н у  в с іх  р еал ізац ій  , ,  т о б т о  м н о ж и н у  ч и сел  в яких у  їх  Q 3 є  ци ф ри  0 і 2 , 

але н ем ає  ци ф ри  1. S , представл яє с о б о ю  са м о п о д іб н у  м н о ж и н у , р озм ір н ість  

Х аусдор ф а-Б ези к ов и ч а  якої сп ів п адає з с а м о п о д іб н о ю  р о зм ір н іст ю  і є
а а

р о зв ’язком  р івняння q«  + q«  = 1, то б т о  2 | 1 1а = 1, | -1 ]а = 1 , — = 1,
 ̂2 J  ̂2 J 2 a

а  = a  .(П рацьовитий М .В . Ф рактальний п ід х ід  у  д о сл ід ж ен н я х  си н гуляр н и х  

р о зп о д іл ів )

О тж е, а 0 (N ,) = а 0 (S ,) = a  .

П о т р іб н о  зазн ачи ти , щ о при q0 = q1 = q2 = 3  f , (x) є ф ун к ц ією  К ан тора, а

S ,=  N , -  є  м н о ж и н о ю  К антора.

2 ) a  = 0 .

П о б у д у єм о  ви п адк ову  в ели ч и н у у  якої н о с ій  є аном альним  ф ракталом
да ,

Р озгл я н ем о ви п адк ову  в ели ч и н у 6  =  , д е  , n -  н езал еж н і д и ск р етн о
n=1 2

р о зп о д іл ен і вип адк ові вели ч и н и , які м аю ть р о зп о д іл и

0 1
1 1
2 2

П ок аж ем о , щ о a (s ,  )=  0 , т о д і S ,=  N , . Д ій сн о  S ,=  г |є п = 0 v  1, Vn є  N І .
I n=1 2n J

2
Н ехай  x є  S ,, x  =  Л ),є  0.. ,0e2 0. .є3.. £пЛ 0. ,єп 0.. .є„+і к є  N , т о д і для  д ея к ого  n є  N :

n 2 < k < (n  + 1)2 , м аєм о: N1 ( x k )  < n  < -^2 = 1  ^  0 (n ^ д а ) , то б т о  v1 (x) = 0 і v0 (x) = 1.
k k n n

т о м у  S, с  E[1;0], п р и ч ом у  A(e[1;0]) = 0 і S ,=  N , .
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За ф ор м ул ою  Б ези к ов и ч а-Е ггл стон а « 0 (E[l;0 ]) = -  — — —  = 0 , тобто
ln 2

о < «о S  )<  «о (e [i;0 ]) = о ^  «о ( N  ) = «о S  )=  о.

3 ) a  = 1
П о б у д у єм о  ви п адк ову  в ели ч и н у у  якої н о с ій  є суп ерф рак талом

Н ехай  E = U E—- _1 1  J _
2 3 n ’ 2 3n

E
—_1_ — J _
2 3 n ’ 2 3n

Л
= 0 Vn є  N , то

x ( e  ) = 0 .

О скільки E

« 0  ( E ^  « 0 E

1  -  _ 1 1  
2 3 n ’ 2 3n

—_1_ — J _
2 3 n ’ 2 3n

1 1
inf 1  -  - L 12 - 3n 

I 2 3n J

і і

П  2 +3n

2 + 3n J ln

і і 
1 2 1 2

ln 2
^ ------2---- —  = 1( n ^  d  ,

ln 2

т о м у  « 0 (E) = 1.)
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