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РІВНЯННЯ З ЦІЛОЮ ТА ДРОБОВОЮ ЧАСТИНАМИ НА 
УЧНІВСЬКИХ МАТЕМАТИЧНИХ ОЛІМПІАДАХ В УКРАЇНІ

О.М. Вороний
Досліджуються основні способи розв’язування рівнянь з цілою та дробовою частинами, 
які застосовуються при розв’язуванні задач Українських математичних олімпіад.

The paper examines the basic ways o f  solving equations with integer and fractional parts, as 
well as the use there o f in solving problems at Ukrainian Mathematical Olympiads.

Рівняння зі змінною під знаком цілої або дробової частин в Україні почали

пропонувати учасникам учнівських математичних олімпіад у другій половині

минулого століття. З тих пір вони є усталеними завданнями математичних

олімпіад. Привабливість цих рівнянь полягає в тому, що їх розв’язання не

потребує додаткової теоретичної підготовки -  у більшості випадків достатньо

знати означення цих понять:

цілою  ч а ст и н о ю  числа а  ( ї ї  п о зн а ч а ю т ь  си м волом  [а ]) н а зи в а єт ь с я

н айб ільш е ціле число, я к е  не п е р е в и щ у є  його:

[а] = k , якщо k < а  < k + 1, де k  — ціле число ;

д р о б о в о ю  ч а ст и н о ю  числа  а  ( ї ї  п о зн а ч а ю т ь  си м волом  {а }) н а зи в а єт ь с я

р із н и ц ю  м іж  числом  і й о го  ц ілою  част иною :

{а} = а  — [а ] .

Також корисно пам’ятати, що: 1) а  = [а] + {а}; 2) [а + n] = [а] + n для будь- 

яких а  є  R  і n є  Z ; 3) {а + n} = {а} для будь-яких а  є  R  і n є  Z ;

4) 0 < {а} < 1, {а} = 0 о  а  є  Z; 5) [а] + [—а] = 0 , якщо а  є  Z, і [а] + [—а] = —1, якщо а  £ Z .

Одна їх не можна назвати простими. Одні з перших рівнянь з цілою і 

дробовою частинами в Україні були рівняння

-  на Київській олімпіаді -  [х3 J+[x2 J+[x]= {x}— 1, 7 кл., 1972 р.;

Ш НАУКОВІ ЗАПИСКИ__________________________________________________ Серія: Математичні науки____Випуск 74

-  Д он ец ьк ій  об л а сн ій  ол ім п іа д і у  1968  році:

х — 1
2

— 3 1

= х2 — 2 х -  9 кл. і
х + 3

_ 2 _ _ 3 _
-  10 кл.

______  ______  2
Д н іп р оп етр ов ськ ій  об л а сн ій  ол ім п іа д і -  -Jx — {х} —yjх — [х] = —, 9 кл., 1974  р.
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П ри р о зв ’язуван н і н а в ед ен и х  рівнянь ви к ори стан о такі сп особи :

-  розв ’язування за означенням і властивостями цілої і дробової частин;

-  зведення рівняння з цілою частиною до системи відомих рівнянь і 

нерівностей з цілим параметром;

-  локалізація області допустимих значень рівняння.

П ерш и й  і др уги й  с п о с о б и  даю ть м ож л и в ість  р івняння з ц іл ою  і д р о б о в о ю  

части н ам и  зв ести  д о  рівнянь і н ер ів н о ст ей  б ез  ц іл о ї і д р о б о в о ї частин.

Т ер м ін  «лок ал ізац ія» (в ід  лати н ськ ого localis -  м ісц ев и й , locus -  м ісц е)  

озн ач ає о б м еж ен н я  м ісц я  д ії. П ід  с п о с о б о м  локалізації р о зу м ієть ся  в и діл ен н я  з 

О Д З рівняння о б м е ж е н о ї п ід м н о ж и н и , на якій п о т р іб н о  ш укати р о зв ’язки.

А н ал із завдань з ц іл ою  і д р о б о в о ю  ч астинам и, які бул и  на р ізн и х  етап ах  

В сеук р а їн сь к и х  уч н івськ и х  о л ім п іа д  з м атем атики (дал і -  В У О М ) у  р ізн і роки, 

даю ть п ід ст а в у  зр о б и ти  ви сн овок , щ о ц е осн о в н і с п о с о б и  р о зв ’язування таких  

завдань.

Рівняння, які розв’язуються за означенням і властивостями

1. Р о зв ’язати р івняння [х3 J+ [х2 J+ [x] = { х } -1 .

Р  о з в ’я з а н  н  я. О скільки ц іла части н а д ій сн о го  чи сла  є ц ілим  ч и сл ом , то  

ліва ч асти н а р івняння п ри  б уд ь -я к ом у  зн ач ен н і зм ін н о ї х є ц ілим  ч и слом . Т ом у  

й права ч асти н а р івняння п ови н н а б ути  ц ілим  чи слом . Ц е м ож л и в о  тільки за  

ум ов и , щ о {х} -  ц іл е ч и сло. Є д и н и м  ц ілим  знач енням  д р о б о в о ї ч асти н и  ч и сл а  х 

є ч и сл о  нуль. Д р о б о в а  части н а ч и сла є н ул ем  тільки у  вип адк у, коли ч и сл о  ц іле. 

Т о м у  х -  ц іл е ч и сл о , а отж е: х2, х3-  ц іл і числа. За озн ач ен н ям  ц іла части н а  

ц іл ого  ч и сла д о р ів н ю є  са м о м у  ч и слу. Я к  н асл ід ок  д іст а єм о  р ів н оси л ьн е  

рівняння х3 + х 2 + х +1 = 0 , р о зв ’язком  якого є - 1 . Відповідь: - 1 .

2. Р о зв ’язати  р івняння [х3]=[3х + 2]+{х + 2003}. (ВУОМ, IV  етап, 2003 р., 9

кл.).

Р о з в ’я з а н н я .  Р івн ість  м о ж е  ви конуватися  тільки за  ум ов и , щ о  

{х + 2003} = 0 . Ц е станеться  т о д і, коли х -  ц іл е  ч и сло. А л е  т о д і х3 і 3х + 2 -  ц іл і
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числа. Т о м у  д іст а єм о  р івняння х3 = 3х + 2 , кореням и якого є чи сла  1, 1, 2 . 

В ід п ов ідь :  1, 1, 2 .

3 . Р о зв ’язати р івняння {3{3{3{3{3х}}}}}= х . (В У О М , III  ет ап, 2 0 1 2 р . ,  10  кл.)

Р о з в ’я з а н  н  я. За озн ач ен н ям  {3х} = 3 х - [3х]. Т ом у  за  властивістю  

3) {3{3х}}={9х -  3[3х]}= {9х } . П р о д о в ж у ю ч и  м іркування, д істан ем о  

{3{3{3{3{3х}}}}}= {243х}. О тж е, да н е  р івняння р ів н оси л ьн е р івн ян н ю  {243х} = х . 

З в ід си  випливає, щ о 0 < х < 1 і

243х -  [243х] = х . О скільки 242х = [243х] -  ц іл е ч и сл о  і 0 < х < 1, то

k
х =

242'
k = 0,1, . . ,241.

4. Р о зв ’язати р івняння [х{х[х]}]= х 2. (В У О М , I V е т а п ,  2 0 1 3 р . ,  9  кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. Р івн ість  [х{х[х]}]= х 2 б у д е  виконуватися , якщ о х2 -  ц іле  

ч и сл о  і

х2 < х{х[х]}< х2 + 1 , .
1 J |х  < {х[х]} < 1.

Т о м у  х є  [0;1). Є д и н и м  ч и сл ом  з ц ього  п р ом іж к у , квадрат якого є ц ілим  

ч и сл ом , є  ч и сл о  0. В ід пов ідь :  0.

5. Р о зв ’язати р івняння [|х|] + 1[х]| =  1. ( К ір о в о г р а д с ь к а  обл. ол., 1 9 9 6 р . ,  8  кл.).

1-й с п о с іб  . Р івняння р ів н оси л ь н е су к у п н о ст і д в о х  систем :

|[ х]|= 1, П[ х]|= 0,

Л х |] = 0, |[ | х |] = 1.

Р о зв ’язки п ер ш о ї си ст ем и  рівнянь утв орю ю ть  п р ом іж ок  ( - 1; 0) ,  др уга  

си ст ем а  н есум існ а .

2-й  спосіб .  [х|]+|[х] = 1 о
[х ] + [ х] = 1, якщо х > 0, 

[ - х] -  [х] = 1, якщо х < 0.

6. Р о зв ’язати  рівняння х  + х + . . .  + х  +  [ х  ] J ... х  +  х  +  ... + х  +  х ...

якщ о в о б о х  ч асти н ах  р івняння п о  8 знаків «+ » . (К ір о в о г р а д с ь к а  обл. ол., 2 0 0 8  

р . ,  9  кл.).
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Р о з в ’я з а н  н  я. В и к ор и стаєм о  р ів н ість  [a  +  n] =  [a] +  n д е  a  -  дов іл ьн е

x  + x  +  ... + x  +  x . З в ідсич и сл о , n -  ц іл е  ч и сло. П р и й д ем о  д о  р івняння 9 [x]

[x] > 0 , отж е x  > 0 , і знак м одул я  м ож н а  розкрити. О тр и м уєм о р івняння [x] =  x  

р о зв ’язком  якого є к ож н е н е в ід ’єм н е ц іл е число.

7. С ер ед  у с іх  натуральн и х ч и сел  n , які задовольн яю ть р івн ість

n
- 2

n
+

n
— — —

2 3 4
= 2001.

знайти  н ай м ен ш е і най більш е. (В У О М , I V е т а п ,  2 0 0 1  р . ,  10  кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. П о д а м о  ч и сл о  n у  вигляді n = 12k + r , д е  12 = Н С К (2 , 3 , 4 ), 

r є  {0,1,...,11}. Т о д і р івн ість  зап и ш еться  так:

12k + r
- 2

12k + r 12k + r
+

L 2 J L 3 J L 4 J
= 2001 о

о
r

6k + - - 2
r

4k  + - +
2 3

Г
3k + - 2001 о  6k +

f

r r r
- 00 - 2 + 3k +

2 3 4
= 2001 о

k  = 2001 -
r - 2 r

+
r

— — —

2 3 4

r
- 2

r
+

r
— — —

2 3 4
наЗ н ай д ем о  н ай м ен ш е і н ай біл ьш е зн ач ен н я  ф ун к ц ії f ( r ) = 

м н ож и н і {0 , 1, . . . ,  11} .  Н е ск ладн о п ер ек он ати ся , щ о minf (r) = - 1 = f (3),
r

max f (r) = 2 = f (8 ). Т ом у  n = 12(2001 -  2) + 8 = 23996 -  н ай м ен ш е, а n = 24027 -
r

н ай біл ьш е ш укане число.

7. Р о зв ’язати р івняння cosяx =
x x 1"

_ 2 _ 2 _ 2 _
. (В У О М , I V е т а п ,  2 0 1 1  р . ,  11 кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. О скільки права ч асти н а р івняння є ц іл е ч и сл о , а ц іли м и  

зн ач ення  к оси н у са  є чи сла  0, ± 1, то  р івняння р ів н оси л ьн е су к у п н о ст і таких  

тр ьох  систем :

cosdx = 0, 

x x 1
2 2 2

= 0,

cosdx = - 1,

= - 1,

cos D  = 1,

= 1.

4
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У в ед ем о  п озн ач ен н я  C  (x) =
x x 1"

_ 2 _ 2 _ 2 _

Т 1
Я к щ о costx  = 0 , то  т  = + — + 2kn  ^  x = + — + 2k , д е  k -  ц іле ч и сло. В о д н о ч а с

2 2

C ( + 2 + 2k )= 2
1 _

і
l+ + 1

і

++1
I

1"
2 4 L 4 _ 2

" 1 , Г 11 , 1" г 1 Г 11 1"
+ —+ k - + - -  k — = + — + —

_L 4 4 2 _ _ 4 4 2 _

= - 1,

= 0.

О скільки C (x) = 0, якщ о x = - 1  + 2k , то  - 1  + 2k, k є Z, р о зв ’язки рівняння.

Н е ск ладн о п ер ек он ати ся , щ о дв і ін ш і си ст ем и  н есу м існ і.

Г2І x| + |у| = 1,
9 . Р о зв ’язати си ст ем у  рівнянь < г  ̂ г ,п (В У О М , I V е т а п ,  1 9 9 8  р., 8  кл ).

Цx|]+[2|у \] = 2 . v 7

Р о з в ’я з а н  н  я. З п ер ш ого  р івняння си ст ем и  випливає, щ о |x| < 1 ,  |у| < 1.

О скільки jx|] = 0 , то  [2|у|] = 2 ^  |у| > 1 . М а єм о  |у| = 1, а |x| = 0 . Т ом у  р о зв ’язки  

си ст ем и  x = 0, у  = + 1.

Зведення до системи з цілим параметром

10. Р о зв ’язати  рівняння
x + 3 x - 1

Р о з  в ’я з а н  н  я. Я к щ о k < < k + 1, то
3

x + 3 
3

= k і = k . Т ом у

р озв  язування р івняння зв оди ться  д о  розв  язування м іш ан о ї си стем и

x + 3 ,
= k ,

3

x +3  
k < ------ < k + 1,

x - 1
= k

29
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з ц ілим  парам етром  k . З н ай д ем о  т і зн ач ен н я  п арам етра при як и х си стем а  

сум існ а . Д ля ц ього  з остан н ього  р івняння си ст ем и  виразим о x ч ер ез k і 

п ід став и м о й ого  у  п о д в ій н у  нерівність:

, (2k + 1) + 3 , , [3k < 2k + 4, fk < 4,
k < - --------------< k + 1 o j  ^  k = 2 , 3 , 4 .

3 [2k + 4 < 3k + 3 [k > 1

О тж е, м іш ана си ст ем а  су м існ а  за  ум ов и , щ о k = 2 , 3 , 4 ,  і її р о зв ’язкам и є

в ід п о в ід н і зн ач ен н я  зм ін н о ї x : 5 , 7 , 9 ,  які д іст а єм о  з остан н ього  рівняння

си стем и . З д о б у т і зн ач ен н я  x є р о зв ’язкам и д а н о го  рівняння.

1 -  3x '11. Р о зв ’ язати  рівняння
2

— x — 2 x.

Р  о з в ’я з а н  н  я. С початку ви к он аєм о р ів н оси л ьн і п ер етв ор ен н я  рівняння

3 -  3x1 3 1

= x -  2 x

і 3 1

_ 2 _ _ 2 _
+1 = (x - 1)2 o

2 = (x -1 )

П ер ей д ем о  в ід  зд о б у т о г о  р івняння д о  м іш ан о ї си стем и

3 -  3x '
2

= k ,

і 3 -  3x ,k < -------- < k + 1,
2

(x - 1)2 = k

з ц ілим  парам етром  k , який, в р ахов ую ч и  остан н є р івняння си ст ем и , п ов и н ен  

бути  н е в ід ’єм ним . О скільки п одв ій н а  н ер ів н ість  си ст ем и  р ів н оси л ьн а си ст ем і 

н ер ів н остей

f4k2 < 9(x - 1)2 < 4(k + 1)2,

І 1 -  x > 0,

то  д о сл ід ж ен н я  су м існ о ст і си ст ем и  зв оди ться  д о  р о зв ’язування п о д в ій н о ї 

н ер ів н ост і

4k2 < 9k < 4(k + 1)2 o
4k2 < 9k, Г4k < 9,

o
9k < 4(k + 1)2 [4k2 -  k + 4 > 0
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П ри зн а й д ен и х  зн ач ен н я х  п арам етра k м іш ана си ст ем а  сум існ а . В ід п о в ід н і  

зн ач ення  зм ін н о ї x зн а х о д и м о  з р івняння (x - 1)2 = k , в р ахов ую ч и , щ о x < 1. 

М а єм о  1 -л /2 , 0,1 -  р о зв ’язки рівняння.

12. Знайти у с і такі д ій с н і чи сла  x , щ о н е є  ц ілим и і п ри  ц ь ом у

2004 2004
задовольн яю ть р івн ість  x + ------- = [x ]+ -. (ВУОМ, ІІІ етап, 2004р., 10 кл.).

x [ x ]

Р о з в ’я з а н н я .  В и к о н у ю ч и  оч ев и д н і р ів н оси л ьн і п ер етв ор ен н я , 

отр и м аєм о рівняння

(x -  [ x ] )  1 - =  0 .
x [ x ]

О скільки x  н е є  ц ілим  ч и сл ом , то  x  -  [x ] ф 0 ,  а т ом у

2004
1--------- = 0 o  x[x] = 2004 o

x[ x]

[x] = k , 0 ф k є  Z , 

k < x < k + 1, 

kx = 2004,

2004
x = ------- ,

k
2004

k < -------< k + 1.
k

. . . . . .  7 2 0 0 4
С початку з п о д в ій н о ї н ер ів н о ст і зн а х о д и м о  k  =  - 4 5 ,  а п отім  x  =  — .

13. Р о зв ’язати  рівняння [2x - 1] - [ 3  - x] = 2 . (К ір о в о г р а д с ь к а  ол., 2 0 0 5 р . ,  9

кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. Я к щ о [2x - 1] = k , то  [3 -  x] = k -  2 . Т ом у  м аєм о  си ст ем у

• . - .  fk < 2 x - 1 < k + 1, .
п о д в ій н и х  н ер ів н остей  І з ц ілим  п ар ам етр ом  k . Д ля визначення

[k — 2 < 3 — x < k — 1

ти х  знач ень парам етра, при  як и х си ст ем а  б у д е  су м існ о ю  к о ж н у  п о д в ій н у  

нер івн ість  п ер етв ор и м о  так, щ о б  сер ед н я  части н а в о б о х  п о д в ій н и х  н ер ів н остя х  

бул а однакова:

k +1 k + 2
------ < x < -------- ,

4 -  k < x < 5 -  k.

Н е о б х ід н о ю  у м о в о ю  існ уван н я  р о зв ’язків зд о б у т о ї си ст ем и  н ер ів н о стей  є

н ер ів н ост і hj+X < 5 -  k і 4 -  k < k + 2 . З в ідси  зн а х о д и м о  k  =  3 .  З остан н ь о ї си стем и
2 2

н ер ів н остей  д іст а єм о  x  =  2 :
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4. Р о зв ’язати рівняння
1

x + — 
2

. (Х а р к ів с ь к а  обл. ол., 2 0 1 0 р . ,  10

кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. У в ед ем о  п озн ач ен н я = k , k > 0 -  ц іле число.

Т о д і
1

x + — 
2

1
x + — 

2
= k 2 . Ц і р ів н о ст і б у д у ть  виконуватися  за  ум ов и ,

щ о

Я к щ о k = 0 , то

k < 4 x  + — < k + 1, 
2

k 2 < x + 1  < k 2 +1 
2

і

, 1 ^ , 1
k —  < V x < k +— , 

2 2

k 2 - 1  < x < k 2 + 1 . 
2 2

1 r~ 1—  < Vx < - ,
2 2 12 2 ^  0 < x < - .
1 1 4

—  < x < 
2 2

Я к щ о k -  натуральне, то  д іст а єм о  р ів н оси л ь н у  си ст ем у

2 2

Н е ск ладн о п ер ек он ати ся , щ о f k - 1  j < k 2 - 1 ,  k 2 + 1  < |  k + 1  j . Т ом у

розв язки цієї системи утворюють проміжки 2 1 , 2  1k 1 — , k 1 + - | ,  k = 1, 2,...
2 2 J

О б ’єдн ан н я  пром іж ків

р о зв ’язків рівняння.

15. Р о зв ’язати  рівняння

кл.).

1 j  І ш 
0 ,1  j U U

4 J {  k=
k 2 - 1 , k 2 + 1  

2 2J
у тв о р ю є м н о ж и н у

Sin x
+

cos x
= 0 . (В У О М , I l l  ет ап, 2 0 1 4 р . ,  10, 11

1 1

32



Ш НАУКОВІ ЗАПИСКИ Серія: Математичні науки Випуск 74

Р о  з в ’я з а н н  я. О Д З  рівняння складаю ть ч и сла, в ід м ін н і в ід  жп і

ж
— + жп, д е  
2

п , п -  ц іл і числа. Я кщ о
Sin x

= k , то
cos x

= - k  . Т о м у  д іст а єм о  си ст ем у

п о д в ій н и х  н ер ів н остей
k < —1— < k + 1, 

sin x
1

-  k < -------< - k  +1
cos x

з ц ілим  парам етром  k . Н еск л адн о

п ерек он ати ся , щ о вон а н есу м існ а , якщ о k = 0 або  k = ± 1. 

Я к щ о k > 2 , то  ця си ст ем а  р ів н оси льн а такій:

1 1
------ < Sin x < —,
1 + k k

1 1
------ < cosx < — .
1 -  k -  k

(1)

Р о зв ’язки си ст ем и  п о т р іб н о  ш укати у  д р у г ій  чверті к оор ди н атн о ї п л ощ и ни.

Н ехай  x є  І ж ,ж j . Р о зв ’я зую ч и  п о д в ій н і н ер ів н ост і, д іста єм о  си ст ем у

1 1
ж -  arcsin — < x < ж -  arcsin------ .

k 1 + k
1 1

arccos—  < x < arccos------ .
- k 1- k

(2)

В о н а  м о ж е  бути  су м існ о ю  тільки за  ум о в и , щ о

1 1
ж -  arcsin — < arccos------ ,

k 1 -  k
1 1

arccos—  < ж -  arcsin------
- k 1+ k

sin І ж -  arcsin — І > sin | a r c c o s^ ^  |,
I k J  ̂ 1 -  k j

1 1 • І - 1sin | arccos—  | > sin І ж -  arcsin------
-  k J I 1 + k

k Vі 11 - k

1 -
-  k j 1 + k

1 1

2

21 1

Є д и н и м  ц ілим  р о зв ’язком  зд о б у т о ї си ст ем и  є k = 2 . Р о зв ’я ж ем о  си ст ем у  (2 )  

при у ст а н о в л ен о м у  зн ач ен н і параметра:

1 1  
ж -  arcsin — < x < ж -  arcsin —, 

2 3

a r c c o s ^  < x < arccos(-1)

5ж . 1
—  < x < ж - arcsin—, „ ,
6 3 5ж . 1^  —  < x < ж -  arcsin—. 

2ж 6 3
—  < x < ж 

3
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Я к щ о k  < - 2 , то  в четвер тій  чверті ан алогічн о зн а х о д и м о  р о зв ’язки си ст ем и  

(2 ). В о н и  утв ор ю ю ть  п р ом іж ок  | -  a rcco s!, - —j .

В р а х о в у ю ч и  п ер іод и ч н ість  си н у са  і к оси н уса , д іст а єм о  м н о ж и н у  X  

р о зв ’язків да н о го  р івняння -

X  = І І | | —  + 2—п, (1 + 2п)—- arcsin1  juf 2—п - arccos1 , 2—п -  — | .
H l l  6 v '  3 J I 3 3 JJ

16. Знайти всі натуральні ч и сл а  п такі, щ о чи сла  n, [nV2] [|nV2^ 2  ] 

у тв ор ю ю ть  ар и ф м ети ч н у п р о гр есію . (В У О М , I V е т а п ,  2 0 0 2 р . ,  10  кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. Я к щ о задан і ч и сла  утв ор ю ю ть  ар и ф м ети ч н у п р о гр ес ію , 

то п ови н н а виконуватися  р івн ість  п + [[W 2 \J 2 ]= 2 [W 2]. У вівш и п озн ач ен н я  

[пл/2 ]= p , p  є  N , д іста н ем о  р івняння 2p  = [л/ 2p]+  п .

У тв ори м о си ст ем у  рівнянь

пл/ 2

4 2 p

= p ,

= 2 p  -  п

з ц ілим  д одат н и м  парам етром  p . З н ай дем о  т і зн ач ен н я  p , при  яких си ст ем а  

м о ж е м ати р о зв ’язки. За озн ач ен н я м  ц іл о ї ч асти н и  м аєм о  си ст ем у  п о д в ій н и х  

н ер ів н остей

I p  < п < p  + 1, І p  < п 4 2  < p  + 1,

[2 p  -  п < 4 2 p  < 2 p  -  п + 1 [2V2p  -  2 p  < п 4 2  < 2V2p  -  2 p  + 42.

О скільки 2 4 2 p  -  2 p  < p  +1 , то  си ст ем а  м о ж е бути  с у м іс н о ю  тільки за  ум ов и , 

щ о p  < 2 4 2 p  -  2 p  + 4 2  ^  p  < 3л/2 + 4 < 9 ^  p  < 8 . З н ер ів н ост і п 4 2  < 2 4 2 p  -  2 p  + 4 2  

випливає, що п < 5. Н е ск ладн о п ерек он ати ся , щ о ш уканим и ч и слам и  є 1, 2 , 3 , 5.

Л о к а л із а ц ія  о б л а с т і д о п у с т и м и х  з н а ч е н ь  р ів н я н н я

_______  _______  2
17. Р о зв ’язати  рівняння ^Jx -  {x} -  x  -  [x] =  —.

Р  о з в ’я з а н  н  я. О скільки x -  [ x] = {x} , а x -  [ x] = {x} для  будь-я к ого  значення

__  2 і___
x , то  зад ан е рівняння р ів н оси л ьн е ір р ац іон ал ьн ом у р ів н ян н ю  д /Й  = — + 4 {x }  . 
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О бл астю  д о п у ст и м и х  зн ач ен ь  [x] є м н ож и н а  ц іл и х  н е в ід ’єм н и х  чи сел . З

власти вості 4 ) д р о б о в о ї ч асти н и  випливає, щ о 2  < 2  + yf{x} < 5 .  Т о м у  л іва  частина

рівняння так ож  п ови н н а м істи ти ся  на ц ь ом у  і тільки на ц ь ом у  пром іж ку:

2 5 4 25
-  < , / М  < 3  o  -  < [x] < —  ^  [x] є  {1; 2} с  {0, 1, . . .  }.

2 і___ 1
Я к щ о [x] = 1, то  сп оч атк у з р івняння VT = — + д/lx} д іст а єм о  {x} = —, а потім

10 _  г , 22 • 40 4лр2
зн а х о д и м о  x = — . У випадку, коли [ x] = 2 , зн а х о д и м о  {x} = ------------ і x = --------------- .

9 9 3 9 3

18. Р о зв ’ язати  рівняння x2 + 2[x] = 2 . (К ір о в о г р а д с ь к а  ол., 2 0 0 2 р . ,  10  кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. О ч еви дн о , щ о к ож ен  д о д а н о к  л ів о ї ч асти н и  р івняння н е  

м о ж е бути  б ільш им  за  2. Т о м у  [-V 2, V2] -  п р ом іж ок , на я к ом у т р еб а  ш укати  

р о зв ’язки рівняння. Р о зв ’я зую ч и  р івняння на п р ом іж к ах

4 7[-л/2 , - 1), [ - 1, 0) , [ 0; 1), [1; 4 2 )  д іста єм о  x = — — є  [ - 7 2 , - 1) .  Н а ін ш и х  п р ом іж к ах

рівняння р о зв ’язків н е м ає.

19. Р о зв ’язати  рівняння [tgx\J 1 - tg 2x = tgx . ( К и їв с ь к а р а й о н н а  ол., 2 0 0 6 р . ,  11

кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. Значення  тан ген са  н е п ов и н н і в и ход и ти  за  м еж і в ідр ізк а  

[ - 1, 1]. Н ехай  tgx є  [ - 1, 0) .  Т о д і [tgx] = - 1 . Д іста єм о  рівняння

л/2 V2
д/1 -  tg2x = tgx o  2tg2x - 1 ^  tgx = — — ^  x = -a r c tg —̂ -  + m , n є  Z .

Я к щ о tgx є  [0, 1) ,  то  [tgx] = 0 . М а єм о  рівняння tgx = 0 . З в ід си  x = kж, k  є  Z  . У  

випадку, коли tgx = 1, п р и х о д и м о  д о  су п ер еч н о ст і 0 = 1 . В ід п ов ідь :

-  a r c t g ^ -  + жп, жп; п , п є  Z .

20. Р о зв ’язати  рівняння {x}2 + 2{x} = 3x2. (В У О М , I V е т а п ,  2 0 1 2 р . ,  8  кл.).

Р о з в ’я з а н  н  я. Л ок ал ізуєм о  О Д З рівняння. За властивістю  4)

3x2 = {x}2 + 2{x} < 3 ^  x2 < 1.
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Р о зв ’язки ш ук ати м ем о на п р ом іж к у  ( - 1, 1) .  П ер ей д ем о  д о  ц іл о ї частини:

{x}2 + 2{x} = 3x2 о  (x -  [x])2 + 2(x -  [x]) = 3x2 о  x2 -  2x[x] + [x ]2 + 2x -  2[x] = 3x2 о

— 2x[x] + [x] + 2x — 2[x] — 2x

I - 1 < x < 0,

[2 x +1 + 2 x + 2 = 2 x 

[0 < x < 1,

— 2 x = 2 x

о

- 1 < x < 0,

[2x2 -  4x -  3 = 0 

І0 < x < 1.

2 -л/ЇО

x + x = 0

кл.).

В ід п ов ідь :  2 — , 0 .
2

21. Р о зв ’язати  рівняння x2013 - x2014 = і 2015 + x 1 . (В У О М , I V ет ап, 2 0 1 3 р . ,  9
[ 1+ [x] I

Р  о з в ’я з а н  н  я. З урахуван н я м  о б м еж ен о ст і д р о б о в о ї ч асти н и  д іста єм о

н ерівн ість

0 < x2013 -  x2014 < 1 ^  x (x - 1) < 0 ^  x є  [0, 1].

Я к щ о x є  [0, 1) ,  то  [x] = 0 , а і 2015 + x 1 = x . Тому д істаєм о  рівняння
[ 1 + [ x ] I

x 2013 -  x 2014 = x о  x( x2013 -  x2012 + 1) = 0 ^  x = 0 .

П ер ев ір к ою  в стан ов л ю єм о, щ о 1 -  р о зв ’язок  рівняння. В ід п о в ід ь :  0, 1 .

В и к ор и стов ую ч и  н а в ед ен і сп о с о б и , м о ж н а  р о зв ’язати рівняння:

1. [x2003 ]+ [x2002 ]+... + [x2]+[x]=  {x} -1 . (ВУОМ, I V етап, 2003р., 8 кл.).

2. д/1 + {2x} = [x2] + 2[x] + 3. (ВУОМ, I V етап, 1998р., 11 кл.).
3 c tg 2x = {sin2 x} + [cos2 x]. (ВУОМ, I V етап,1994р., 11 кл.).

1999 1999
4 [x] + -------= {x} + -. (ВУОМ, I V етап, 1999р., 9 кл.).

[x] {x}

5 [|x|] = |[x]|. (ВУОМ, I V етап, 2003р., 8 кл.).

6 [x|]+ [x] = a, a є  R (Кіровоградська ол., 2001 р., 10 кл.).

7 x  + x  + . . .  + 1 x  +  1 xL x + [ x ]_. x  +  x  +  ... + x  +  x , де:

1) у  л ів ій  ч асти н і р івняння 10 знаків « + » , а в правій -  11 знаків « + » ,
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2 ) у  л ів ій  ч асти н і р івняння 11 знаків « + » , а в правій  -  10 знаків «+ » . 

(К ір о в о г р а д с ь к а  обл. ол., 2 0 0 8 р . ,  10, 11 кл.).

8. Знайти  н ай м ен ш и й корінь р івняння x -  [4 x ]2 -  2011 = 0 . (Л ь в ів с ь к а  обл. ол. 

2 0 1 1  р . ,  8  кл.).

9. Знайти зн ач ен н я  ви разу  [x2 J - [x]2 для в с іх  таких д ій сн и х  x , щ о  

задовольн яю ть р івн ість  [x]{x} = 2^ 7 . (О д е с ь к а  обл. ол., 2 0 0 7 р . ,  10кл.).

В ід п о в ід і: 1. - 1 . 2. -1,5, -  0,5. 3. ж + kж, ± 0,5arccos(2 - V 5 )  + kж, k є  Z .

19994 .п +-------- , п = 2000,2001, . . . .5. x є  {-п , п є  N } u [0, + го). 6. x є  { - k } u  [k; k + 1 ) , я к щ о
n

a  = 2k , k  = 0, 1, 2, . . . ; x  є ( - k ; 1 -  k ) , я к щ о  a  = 2k - 1, k = 1, 2,... .

7 .1). 0. 7.2).  — , k = 0, 1, . . . ,10 . 8. 1014047 .  9. 2 0 0 7 .
11
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