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БЕСКОНЕЧНАЯ РАЗЛОЖИМОСТЬ МЕР 
С БАЗИСНЫМ СВОЙСТВОМ

В .А . Р о м а н о в

Доведено, що якщо міра в повному сепарабельному метризовному топологічному 
векторному просторі має властивість базисності, то існує розкладання цієї міри 
нанескінченне число взаємно сингулярних компонент, які теж мають властивість 
базисності.

It is proved that if  a measure in a complete separable metrizable topological vector space has 
the basic property then for this measure there exists a distribution on infinite number mutually 
singular components that also have the basic property.

1. В в е д е н и е . И зв естн о  [1 ], что в задач ах  для  о б о б щ ен н ы х  ф ункций  в 

топ о л о ги ч еск и х  векторны х п р остр ан ств ах  бы вает весьм а п ол езн ы м  п е р е х о д  от  

р ассм отр ен и я  ф ун к ц и й  м н ож еств а  к и зу ч ен и ю  ф ун к ц и й  точки. П оск ольк у  

осущ естви ть  такой  п е р е х о д  п озв ол яет  наличие м ер  со  св ой ств ом  ба зи сн о сти  [2], 

то п р едставл яет  и н тер ес  и ссл ед о в а н и е  м ер , и м ею щ и х ук азан н ое св ой ство . П о д  

бази сн ы м  р азл ож ен и ем  б а зи сн о й  м еры  п он и м аем  ее  р а зл ож ен и е в су м м у  

к он еч н ого  или  сч етн ого  ч и сла взаи м н о си н гулярн ы х м ер , такж е и м ею щ и х  

св ой ств о  бази сн ости . П р остей ш и м и  п р и м ер ам и  м ер  с бази сн ы м  св ой ством  

сл уж ат н ев ы рож ден н ы е га уссов ск и е м еры  в ги л ьбер тов ом  п ростран стве. В  

р аботах  [3 ], [4] бы ло у стан ов л ен о , что каж ды е дв е такие м еры  в сегд а  л и бо  

эквивалентны , л и б о  взаи м н о сингулярны , а п о т о м у  во втором  и з эти х  случаев  

сум м ы  ук азан н ы х м ер  п р едставл яю т с о б о й  бази сн ы е р азл ож ен и я . В  р аб о те  [5] 

бы ло док азан о , что м о ж н о  получи ть б а зи сн о е  р а зл ож ен и е , и м ея  вначале только  

о д н у  н ев ы р о ж д ен н у ю  га у ссо в ск у ю  м ер у  ( или, в б о л ее  о б щ ей  си туац и и , м ер у-  

п р о и зв ед ен и е  со  св ой ств ом  ба зи сн о сти  ). В  связи  с эти м  п р едставл яет  и н тер ес  

в оп р ос о б  ан алоги ч н ой  р азл ож и м ости  п р ои зв ольн ы х м ер  с бази сн ы м  св ой ств ом  

(н е обя зател ьн о сов п адаю щ и м и  с м ер ам и -п р ои зв еден и я м и  ).

2 . П о с т а н о в к а  за д а ч и . П усть  Х  - п о л н о е  сеп ар абел ь н ое м ет р и зу ем о е  

топ о л о ги ч еск о е  в ек тор н ое п р остр ан ств о . П о д  м ер а м и  в п р остр ан ств е Х  

п он и м аем  вп олн е к онеч ны е сч етн о-адди ти в н ы е ф ункции  м н ож еств а , 

о п р едел ен н ы е на си гм а-ал гебр е бор ел ев ск и х  п о д м н о ж ест в  и  п р и н и м аю щ и е  

неотри ц ательн ы е значения.
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О п р е д е л е н и е  1. М ер у  М  в п р остр ан ств е Х  назы ваем  б а зи сн о й  или , п о- 

д р у го м у , им ею щ ей  сво й ст во  б а зи сн о ст и , есл и  для  к аж дого  бан ахова  

простран ств а  У  и к аж дой  век торн ой  м еры  Ф к он еч н ой  п ол н ой  вариации, 

о п р ед ел ен н о й  на си гм а-ал гебр е б о р ел ев ск и х  п о д м н о ж ест в  п р остр ан ств а  Х  и  

п р и н и м аю щ ей  зн ач ен и я  в п р остр ан ств е У , в ек тор н ую  м ер у  Ф  м о ж н о  задать  

как п р ед ел  н ек отор ой  сл або  сх о д я щ ей ся  п о сл едов ател ь н ости  векторны х м ер , 

и м ею щ и х  М  св ои м  ба зи со м , то  есть п р едстави м ы х как п р ои зв еден и я  

и н тегр и руем ы х п о  Б о х н ер у  век торн ы х ф ункций  на м ер у  М .

О п р е д е л е н и е  2 . М ер у  с бази сн ы м  св ой ств ом  назы ваем  б а зи сн о  

р а зл о ж и м о й  (б еск о н еч н о  б а зи сн о  р а зл о ж и м о й ), есл и  ее  м о ж н о  представи ть  в 

в и де сум м ы  д в у х  (соо тв етств ен н о , сч етн ого  чи сла) взаи м н о си н гулярн ы х м ер , 

и м ею щ и х б а зи сн о е  свой ство.

З а м е ч а н и е  1. В  р аб о те  [2] бы ло док азан о , что для  ба зи сн о сти  м еры  

н е о б х о д и м о  и дост а то ч н о , чтобы  ни  на о д н о м  н еп у ст о м  откры том  м н ож еств е  

он а н е приним ала н ул ев ого  значения.

Ц ель статьи со ст о и т  в док азательстве б еск о н еч н о й  б а зи сн о й  р азл ож и м ости  

п р ои зв ол ьн ой  б а зи сн о й  м еры  в п р остр ан ств е Х .

3 . Р е з у л ь т а т ы  р а б о т ы .

Л е м м а  1. П у ст ь  М  - б еза т о м и ч еск а я  м ер а , оп р ед ел ен н а я  н а  н ек о т о р о й  

с и гм а -а л ге б р е  п о д м н о ж е ст в  н ек о т о р о го  м н о ж ест ва , (В к) -

п о сл ед о ва т е л ьн о ст ь  м н о ж е с т в  п ол ож и т ел ьн ой  м ер ы . Т о гд а  сущ ест вует  

т ак ая  п о сл ед о ва т е л ьн о ст ь  п о п а р н о  н еп ер есек а ю щ и х ся  м н о ж е с т в  Е к  

п олож и т ельн ой  м ер ы , чт о для к а ж д о го  н а т ур а л ьн о го  к  м н о ж е с т в о  Е к  

вклю ч ает ся  в  В к .

Д о к а за т ел ь ст во . Б ез огран и ч ен и я  о б щ н о ст и  м о ж н о  считать, что

п осл едов ател ь н ость  зн ач ен и й  м еры  М  на м н о ж еств а х  В к м о н о т о н н о  (в

ш и рок ом  см ы сл е) убы вает. О бозн ач и м  уп ом я н уты е зн ач ен и я  ч ер ез ск.

П оск ольк у  м ер а  безатом и ч еск ая , то  в к аж дом  В к м о ж н о  вы делить такое

п о д м н о ж ест в о  А к, м ер а  к отор ого  равна ск/3 к. З адади м  теп ерь  м н о ж ест в о  Е к

как р азн ость  м е ж д у  А к и о б ъ ед и н ен и ем  в сех  п о сл ед у ю щ и х  м н ож еств  А к+р. 
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Т огд а  м н о ж еств о  Е к  н е п ер есек ается  с А к + р , а тем  б о л ее  с Е к + р . С ледователь н о, 

все м н ож еств а  Е к  п оп ар н о  н е п ер есек аю тся  м е ж д у  со б о й . Я сн о  такж е, что  

зн ач ен и е м еры  М  на м н ож еств е Е к  н е м ен ьш е р азн ости  м е ж д у  ч и сл ом  с к /3 к  и  

су м м о й  р яда  с к+р/ З к+р. П оск ольк у ск+р н е п р ев о сх о д и т  ск, то  о т сю д а

сл ед у е т  п ол ож и тел ьн ость  ч и сел  М (Е к ). Л ем м а  1 доказана.

Л е м м а  2 . П у ст ь  М  - б еза т о м и ч еск а я  м ер а , о п редел ен н ая  н а  си гм а -  

а л ге б р е  б о р ел евск и х  п о д м н о ж е ст в  се п а р а б е л ь н о го  м е т р и ч е с к о го  

п р о ст р а н ст в а  А  и п ри н и м аю щ ая  п ол о ж и т ел ьн ы е зн ач ен и я  н а  всех  н еп уст ы х  

о т к р ы т ы х  м н о ж ест ва х . Т о гд а  в  п р о ст р а н ст ве  А  м о ж н о  вы д ел и т ь д в а  т аких  

д и зъ ю н к т н ы х  б о р ел евск и х  п о д м н о ж е с т в а  А 1 и А 2, чт о н а  их п ер есеч ен и я х  с  

к а ж д ы м  н еп уст ы м  о т к р ы т ы м  м н о ж е с т в о м  м е р а  т о ж е п ри н и м ает  

н ео т р и ц а т ел ьн ы е значения.

Д о к а за т ел ь ст во . П оск ол ьк у  м етр и ч еск ое п р остр ан ств о  А  сеп ар абел ьн о , 

то в в н ем  су щ ест в у ет  счетная база , состоящ ая и з н ек отор ы х откры ты х ш аров  

В к . М н о ж ест в а  это й  базы  и м ею т  п ол ож и тел ь н ую  м ер у , а п о т о м у  к ним  м о ж н о  

прим енить л ем м у  1. П усть  Е к  - со о тв етств у ю щ и е ди зъ ю н к тн ы е п о д м н о ж ест в а  

эти х  ш аров, такж е и м ею щ и е п ол ож и тел ь н ую  м ер у . П оск ол ьк у  м ер а  М  

безатом и ч еск ая , то  к аж дое и з Е к  м о ж н о  разбить на дв е  ди зъ ю н к тн ы е ч асти  Т к  

и Н к , м ер а  к аж дой  и х  к оторы х пол ож и тел ьн а. З адади м  теп ерь А — как  

о б ъ ед и н ен и е  в сех  Т к  и А 2 как о б ъ е д и н ен и е  в сех  Н к . П оск ольк у п р ои зв ол ь н ое  

н еп у ст о е  откры тое м н о ж еств о  вклю чает в себ я  н екоторы й эл ем ен т  базы , то  его  

п ер есеч ен и е  с каж ды м  и з А — и А 2 и м еет  п ол ож и тел ь н ую  м ер у . Л ем м а  2 

доказана.

Л е м м а  3 . П у ст ь  Х  - п олн ое сеп а р а б ел ь н о е  м е т р и ч е с к о е  п р о ст р а н ст во  

б е з  и золи рован н ы х  т очек, М  - м ер а , оп р ед ел ен н а я  н а  си гм а -а л ге б р е  

б о р ел евск и х  п о д м н о ж е ст в  п р о с т р а н с т в а  Х  и п ри н и м аю щ ая  п о л о ж и т ел ьн ы е  

зн ач ен и я  н а  всех  н еп уст ы х  о т к р ы т ы х  м н о ж ест ва х . Т о гд а  в  Х  м о ж н о  

вы дел и т ь д в а  т аки х д и зъ ю н к т н ы х  б о р ел евск и х  п о д м н о ж е с т в а  Х 1 и Х 2, чт о н а
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их п ер есеч ен и я х  с  к а ж д ы м  н еп уст ы м  от к р ы т ы м  м н о ж е с т в о м  м е р а  т о ж е  

при н и м ает  п о л о ж и т ел ьн ы е значения.

Д о к а за т ел ь ст во . Р азл ож и м  м ер у  М  в су м м у  взаи м н о си н гулярн ы х  

д и ф ф у зн о й  м еры  С (п р и н и м аю щ ей  н у л ев ое зн ач ен и е на в с ех  к он еч н ы х и  

сч етн ы х м н о ж еств а х ) и  ди ск р етн ой  м еры  D , со ср ед о т о ч ен н о й  на н ек отор ом  н е  

б о л ее  ч ем  сч етн ом  м н о ж еств е  Е. П оск ол ьк у  каж дая м ер а  в п ол н ом  

сеп ар абел ь н ом  п р остр ан ств е является р адон ов ск ой , то  и з д и ф ф у зн о ст и  м еры  С  

сл ед у е т  ее  безатом и ч н ость .

П усть  Е* -  м н о ж еств о  п р едел ь н ы х точ ек  м н ож еств а  Е , на к отором  

со ср ед о т о ч ен а  ди ск ретн ая  м ер а  D , G  - д о п о л н ен и е  Е* д о  в сего  Х . Так как Е*  

зам к н уто , то  G  откры то.

Е сл и  Ф -  н еп у ст о е  откры тое п о д м н о ж ест в о  м н ож еств а  G , то  он о  

со д ер ж и т  н ек о то р у ю  точ к у х , которая н е м о ж ет  быть п р едел ь н ой  для Е , а 

п о т о м у  н ай дется  такая входящ ая  в Ф проколотая  откры тая ок р естн ость  В  

точки х , в к отор ой  н ет  ни  о д н о й  точ ки  и з Е. Н о  т о гд а  D (B )= 0 . П оск ольк у  

п ростр ан ств о  Х  н е и м еет  и зол и р ов ан н ы х точ ек , то  м н о ж еств о  В  н еп у ст о , а 

п о т о м у  зн ач ен и е м еры  М  на эт о м  откры том  м н о ж еств е  бол ьш е нуля. 

П оск ольк у  ж е  М ^ + D , то  и  зн ач ен и е м еры  С на В  п ол ож и тел ьн о . Н о  тогда  

зн ач ен и е С на м н о ж еств е  Ф тем  б о л ее  п ол ож и тел ьн о. П оск ольк у  м н о ж еств о  

Е  н е б о л ее  ч ем  сч ётн о , то  зн ач ен и е д и ф ф у зн о й  м еры  С на р азн ости  м н ож еств  

Ф  и Е  п о -п р еж н ем у  бол ьш е нуля.

Задади м  теп ерь п о дп р остр ан ст в о  А  как р азн ость  м н ож еств  G  и Е. И з  

вы ш еск азан н ого сл ед у ет , что на в сех  н еп уст ы х  откры ты х п о д м н о ж ест в а х  

п одп р остр ан ств а  А  ди ф ф узн ая  м ер а  С п р и н и м ает  п ол ож и тел ьн ы е значения. 

Так как м ер а  С безатом и ч н а  на в сем  Х , то  он а  безатом и ч н а  и на А . П о эт о м у  к 

м ер е С и п од п р остр ан ст в у  А  м о ж н о  при м ен и ть л ем м у  2. С ледователь н о, в А  

м о ж н о  вы делить дв а  таких ди зъ ю н к тн ы х б о р ел ев ск и х  п о д м н о ж ест в а  А 1 и  А 2, 

что на и х  п ер есеч ен и я х  с каж ды м  н еп усты м  откры ты м п о д м н о ж ест в о м  

м н ож еств а  G  м ер а  С п р и н и м ает п ол ож и тел ьн ы е значения.
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П оск ол ьк у  п р остр ан ств о  Х  сеп ар абел ь н о , то  он о  и м еет  сч етн у ю  б а зу , а 

п о т о м у  к н ем у  м о ж н о  п р им енить л ем м у  3 работы  [5]. С ледователь н о, 

м н о ж еств о  Е  м о ж н о  разбить на дв а  таких ди зъ ю н к тн ы х м н о ж еств а  Е 1 и  Е 2, 

для к аж дого  из которы х м н о ж еств о  его  п р едел ьн ы х точ ек  со в п адает  с 

м н о ж еств о м  п р едел ьн ы х точ ек  для  в сего  Е.

Задади м  теп ерь м н о ж ест в о  Х 1 как о б ъ е д и н ен и е  м н ож еств  А 1 и  Е 1 , а Х 2 

-  как о б ъ ед и н ен и е  А 2 и  Е 2.

П усть  теп ерь  Ф  -  н еп у ст о е  откры тое м н о ж ест в о  в п р остр ан ств е Х . Е сли  

он о  вклю чено в G , то  на его  п ер есеч ен и я х  с А 1 и А 2 д и ф ф узн ая  м ер а  С  

п р и н и м ает п ол ож и тел ьн ы е значения. Н о  т о гд а  на его  п ер есеч ен и я х  с Х 1 и  Х 2 

м ер а  М  (равная С + D ) тем  б о л ее  п р и н и м ает п ол ож и тел ьн ы е значения.

Е сл и  ж е  Ф н е вклю чено в G , то  в Ф  сущ еств у ет  точка и з Е * , то  есть  

являю щ аяся п р ед ел ь н ой  точ к ой  м н ож еств а  Е , а п о т о м у  и п р ед ел ь н ой  точ к ой  

к аж дого  из Е 1 и  Е 2. Н о  т о гд а  на п ер есеч ен и я х  м н ож еств а  Ф с Е 1 и  Е 2 

дискретная  часть D  м еры  М  п р и н и м ает  п ол ож и тел ьн ы е значения. Н о  т о гд а  на  

п ер есеч ен и я х  с Х 1 и  Х 2 вся м ер а  М  (равная D + C ) тем  б о л ее  при н и м ает  

п ол ож и тел ьн ы е значения. Л ем м а  3 доказана.

З а м е ч а н и е  2 . У сл ов и е лем м ы  3 о б  отсутств и и  и зол и р ов ан н ы х точ ек  

простран ств а  Х  сущ еств ен н о . Д ей ств и тел ьн о , есл и  Х  и м еет  и зол и р ов ан н ую  

точ к у х , то  со о тв етств у ю щ ее о д н о т о ч еч н о е  м н о ж еств о  Ф откры то, а п отом у  

из п ол ож и тел ь н ости  зн ач ен и й  М  на п ер есеч ен и я х  Ф с м н ож еств ам и  Х 1 и Х 2 

сл ед у ет , что точка х  п р и н адл еж и т к аж д о м у  и з Х 1 и  Х 2, что для  ди зъ ю н к тн ы х  

м н ож еств  н ев о зм о ж н о .

Л е м м а  4. П у ст ь  Х  -  п олн ое с е п а р а б ел ь н о е  м е т р и ч е с к о е  п р о ст р а н ст во

б е з  и золи рован н ы х  т очек, М  -  м ер а , оп р ед ел ен н а я  н а  с и гм а -а л ге б р е

б о р ел евск и х  п о д м н о ж е ст в  п р о с т р а н с т в а  Х  и п ри н и м аю щ ая  п о л о ж и т ел ьн ы е

зн ач ен и я  н а  всех  н еп уст ы х  о т к р ы т ы х  м н о ж ест ва х . Т о гд а  для л ю б о го

н а т ур а л ьн о го  к >  2 сущ ест вует  р а зл о ж е н и е  М  н а  к  в заи м н о  си н гулярн ы х

ком понент , п ри н и м аю щ и х п о л о ж и т ел ьн ы е зн ач ен и я  н а  н еп уст ы х  о т к р ы т ы х

м н о ж ест ва х , а  т а к ж е сущ ест вует  р а зл о ж е н и е  М  н а  сч ет н о е  сем ей ст во
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ком п он ен т  с п ол ож и т ельн ы м и  зн ач ен и я м и  н а  н еп уст ы х  о т к р ы т ы х  

м н о ж ест ва х .

Д о к а за т ел ь ст во . П усть  Х — и Х 2 -  ди зъ ю н к тн ы е м н ож еств а ,

ф и гур и р ую щ и е в л ем м е  3. П р и со ед и н и в  д о п о л н ен и е  и х  о б ъ ед и н ен и я  к о д н о м у  

из н и х  (нап ри м ер , к Х — ), м о ж н о  б ез  огран и ч ен и я  о б щ н о ст и  считать, что всё  

п ростр ан ств о  Х  р азби в ается  на указанны е м н ож еств а  Х — и Х 2. Т огд а  в 

качестве к ом п он ен т  М — и М 2 р азл ож ен и я  м еры  М  м о ж н о  взять  

п р ои зв еден и я  и н ди к аторов  м н ож еств  Х — и Х 2 на М . Таким об р а зо м , при  к=2  

у т в ер ж д ен и е  лем м ы  сп раведливо.

Д ля остальны х натуральны х к док азател ьств о  легко п р ов оди тся  м ет о д о м  

м атем ати ч еск ой  и н дук ц и и . Зак лю ч и тельн ое ут в ер ж д ен и е  лем м ы  вы текает из 

того  факта, что п ри  к аж дом  р а зл ож ен и и  М  на к взаи м н о си н гулярн ы х

к ом п он ен т  с п ол ож и тел ьн ы м и  зн ач ен и ям и  на н еп уст ы х  откры ты х м н о ж еств а х  

п о сл ед н ю ю  из эт и х  к ом п он ен т  м о ж н о  р азлож и ть  ещ ё на дв е  такие ком п он ен ты , 

а затем  м о ж н о  п р одол ж и ть это т  п р о ц есс  д о  беск он еч н ости .

Т е о р е м а  1. П у с т ь  М  -  н ео т ри ц ат ел ьн ая  м ер а , оп р ед ел ен н а я  н а  си гм а -  

а л ге б р е  б о р ел евск и х  п о д м н о ж е ст в  п о л н о го  се п а р а б е л ь н о го  м е т р и зу е м о го  

т о п о л о ги ч е ск о го  в е к т о р н о го  п р о с т р а н с т в а  Х  и им ею щ ая сво й ст во  

бази сн ост и . Т о гд а  для к а ж д о го  н а т ур а л ь н о го  к  м е р у  М  м о ж н о  р а зл о ж и т ь  в  

сум м у  к  в заи м н о  си н гул ярн ы х м ер , к а ж д а я  из к о т о р ы х  им еет  сво й ст во  

бази сн ост и , а  т а к ж е м е р у  М  м о ж н о  р а зл о ж и т ь  в сум м у  сч ёт н о го  

сем ей ст ва  вза и м н о  си н гул ярн ы х м е р  с  ук а за н н ы м  свой ст вом .

Д о к а за т ел ь ст во . С огл асн о  тео р ем е  1 работы  [2], в п ол н ом  сеп ар абел ьн ом  

м етр и зу ем о м  т оп ол оги ч еск ом  век тор н ом  п р остр ан ств е Х  неотрицательная  

м ер а  и м еет  св ой ств о  б а зи сн о ст и  т о г д а  и  только тогда , к огда  он а  п р и н и м ает  

п ол ож и тел ьн ы е зн ач ен и я  на в с ех  н еп у ст ы х  откры ты х м н ож еств ах . П оск ольк у  

ж е в ук азан н ом  п р остр ан ств е н е су щ ест в у ет  и зол и р ов ан н ы х точек , то  для  

заверш ен и я  док азательства остаётся  прим енить л ем м у  4.

З а м е ч а н и е  3 . В  к л ассе в сех  п ол н ы х сеп ар абел ьн ы х м етр и зуем ы х

топ о л о ги ч еск и х  п ростран ств  (для  которы х топ ол оги я  -  н е обя зател ьн о
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векторная), ут в ер ж д ен и е  теор ем ы  1 н е вы полняется. Д ей ств и тел ьн о , есл и  

п ростр ан ств о  со ст о и т  и з сч етн ого  ч и сл а  точ ек  и  н а д ел ен о  ди ск р ет н ой  

м етрикой , то  вероятн остн ая  м ер а  с п ол ож и тел ьн ы м и  зн ач ен и я м и  на в с ех  точ к ах  

и м еет  св ой ств о  б а зи сн ости , н о  н е д о п у ск а ет  р азл ож ен и я  на взаим но  

сингулярны е бази сн ы е к ом п он ен ты , так как зн ач ения  так и х к ом п он ен т  на  

к аж дом  о д н о то ч еч н о м  м н о ж еств е  дол ж н ы  оставаться п ол ож и тел ьн ы м и , что  

н есо в м ест и м о  со  в заи м н ой  си н гулярн остью .
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